P1) L'orbita de Mercuri al voltant del Sol €s el-liptica i presenta la major excentricitat
entre els planetes del sistema solar. Aixo fa que la seva distancia al Sol varii
considerablement, afectant la seva velocitat orbital. A 1'afeli el planeta Mercuri és
a 6,99-10'° km del Sol, i al periheli és a 4,60-10'° km del Sol. La seva velocitat
orbital és de 3,88-10* m/s a l'afeli. Dibuixeu aproximadament 1’orbita de Mercuri
1 indiqueu la posicié de I’afeli i el periheli. Utilitzant el principi de conservacio
del moment angular, calculeu quin és el modul de la velocitat de Mercuri al
periheli. Argumenteu si el modul de la velocitat varia quan Mercuri es desplaga al
llarg de la seva orbita, 1 justifiqueu en quin punt de 1’0rbita pren el seu valor
minim.

Resolucio:

. T e — .
Periheli ? Afeli T

Mercuri‘:‘\‘l; . =T g
El moment angular de Mercuri respecte el centre del Sol s’expressa com:

Lyersor = mi X U,
on 7 és el vector de posicio que apunta del centre del Sol a Mercuri, m és la massa de
Mercuri i ¥ és la seva velocitat. E1 modul del moment angular de Mercuri respecte el Sol,
s’expressa com:

Lyer sot = M7 v sing,

on 0 és I’angle que formen 7 i ¥. Com al periheli i a I’afeli 7 i ¥ son perpendiculars, 6 =
/2 1sinf = 1. Per tant, si imposem la conservacio del moment angular entre el periheli
i I’afeli tenim:

M1y Vg =M, Uy
I si aillem el modul de la velocitat de Mercuri al periheli obtenim:
— v = 388100 m/s 22010 M

“r, ’ 4,60 1013 m

Com el moment angular és constant, Ly, 5o = m7 v sinf = constant, i tant la
velocitat com 1’angle varien, llavors el modul de la velocitat no €s constant.

v =590-10*m/s

p

Com el moment angular i la massa son constants:
constant

T sinf
La velocitat sera minima en el punt on el producte r sinf sigui maxim, i aquest punt €s

I’afeli ates que és el punt de 1’0rbita s’allunya més del Sol i el sinus de 1’angle pren el seu
valor maxim sinf = 1.



P2) La Parker Solar Probe és una nau espacial destinada a acostar-se molt a la
superficie solar. La grafica segiient ens mostra com varia la distancia al Sol al llarg
dels primers 1000 dies de missio 1 s'hi indiquen els instants A, B i C. Les unitats
de la distancia a la superficie del Sol son en radis solars, Rs.

Distancia de la Parker Solar Probe a la superficie del Sol
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Dies des del llancament

a) Observeu a la grafica els moments de maxim acostament al Sol de cada orbita
i determineu quantes voltes complertes ha donat al voltant del Sol en aquests
1000 dies. Quina és la mida de I'eix major de 1'0rbita entre els moments A1 C
(doneu el resultat en radis solars)? [1 punt]

b) Representeu esquematicament el Sol i I'0rbita de la nau entre els moments A i
C. Indiqueu sobre el dibuix les posicions corresponents a A, B i C. Situa la nau
a la posicid B i dibuixa-hi en aquest instant els vectors velocitat i acceleracio
de la nau (no cal calcular-ne els moduls). En quina posicid la velocitat de la
nau ¢és maxima? Justifiqueu la resposta indicant el principi fisic en que us
baseu. En quina posici6 la velocitat de la nau és maxima? Justifiqueu la
resposta utilitzant el principi de conservacié del moment angular. [1 punt]

Resolucio:
a) Del grafic ha completat 7 voltes.

Del esquema la longitud del eix major és:35Rs + 2Rg + 200Rs = 237Rg

Si el resultat és 235Rs perque no s’ha tingut en compte el diametre del Sol, llavors la
qualificaci6 de la resposta sera 0,6 p enlloc de 0,8 p.



b) Dibuix d’una orbita el-liptica amb el Sol en un dels seu focus.
Identificar els punts A 1 C com el més proper i1 el més allunyat del Sol.
Representar correctament la direcci6 i sentit dels vectors acceleracio i velocitat.

Conservaci6 de 1’energia mecanica:

) mMr 1, mMr
E, = Emv -G " = Emv = constant + G

mMr

Quan r és minim, llavors el terme G 1 I’energia cinética sdbn maxims, per tant, el

punt on la velocitat és més gran és el punt més proper al Sol, el punt A. També es pot
argumentar a partir de la conservacio de 1’energia mecanica que 1’energia cinetica és
maxima quan I’energia potencial gravitatoria és minima, i aixo passa quan la distancia
entre el Sol 1 la nau és minima.

Alternativament

Segona llei de Kepler: “Un segment rectilini que uneix la nau i el Sol escombra arees
iguals en intervals de temps iguals™.

Com la longitud d’aquest segment és minima al punt A, llavors per escombrar la
mateixa area en el mateix interval de temps, cal que el desplagament sigui maxim, ¢s a
dir, cal que la velocitat de la nau sigui maxima.

El moment angular de la sonda respecte el centre del Sol s’expressa com:
- - -
Lparker,sor = mr X v,
on 7 és el vector de posicid que apunta del centre del Sol a la sonda, m és la massa de la
sonda i U és la seva velocitat. El modul del moment angular de la sonda respecte el Sol,
s’expressa com:
Lpgrker,sor = M T v sing.

Com el moment angular i la massa son constants:
constant

T sinf
La velocitat sera maxima en el punt on el producte r sinf sigui minim, i aquest punt és

el periheli, atés que és el punt de la orbita més proper al Sol.



P3)  Un satel-lit descriu una orbita el-liptica al voltant de la Terra. L’energia mecanica
d’aquest satel-lit és E = — GIZ—Zm on a ¢s la longitud del semieix major, My és la
massa de la Terra i m la massa del satel-lit. Siguin 7, el radi del perigeu i1, el radi

de I’apogeu 1 v, la velocitat al perigeu.

a) Demostreu que I’energia mecanica del satel-lit es pot expressar com:
GMrLs,r

11 + )V
on Lgr és el modul del moment angular del satel-lit respecte el centre de la
Terra. [1,25 punts]

b) La massa del satél-lit és 750 kg, té una velocitat de 5,70 km/s al perigeu, el
perigeu esta situat a 18 400 km del centre de la Terra 1 I’apogeu es troba a una
distancia de 54 900 km del centre de la Terra. Trobeu la velocitat a I’apogeu 1
I’energia mecanica del satel-lit. [1,25 punts]

DADES G =6,67-10"""' N m? kg™
Massa del la Terra Mt = 5,97-10%* kg
Resolucio:
a) El moment angular del satel-lit respecte el centre de la Terra s’expressa com:
ZS,T =mr X v,
on 7 és el vector de posicié que apunta del centre de la Terra al satél-lit, m és la massa
del satél-lit i ¥ la seva velocitat. El modul del moment angular del satél-lit respecte el
centre de la Terra, s’expressa com:
Lgr =mrvsing,
on 6 és ’angle que formen 7 i ¥. Com al perigeu 7 i ¥ son perependiculars, 6 = /2 i
sinf = 1:
Lgr = rymu,

I si aillem el moment angular:

LS,T
m =
rp . Up

I si substituim a I’expressid de 1’energia mecanica, obtenim:

GMr Lgy

2a 1

. vp

I de les relacions de 1’el-lipse sabem que el semieix major a:
4 Ty + 1,

2
I traslladant aquest valor a I’expressio de I’energia mecanica obtenim:

G Mr Lgr

E=-— .
er+ra Ty Uy

I simplificant:



_ G MT LS,T
(p+7) -1y

b) Si substituim les dades en 1’expressié del modul del moment angular:
Lsr = r,mv, = 1,84 -10’m - 750 kg - 5,70 - 10° m/s = 7,86 - 10" kg - m?/s

Com el moment angular és constant i al apogeu 7 i ¥ son perependiculars, 8 = /2 i
sinf = 1:
T, v, 1,84-10’m-5,70-10%m/s
Lgr = rpymu, =1r,my, = v, = - = 549107 m

=1,91-103m/s
Finalment, utilitzant I’expressi6 de I’enunciat:
GMr  Lgr
(ry+712) Ty
6,67 - 107N -m? -kg=2-5,97 - 10%*kg 7,86- 103 kg - m? - s71

(549 - 107 + 1,84 - 10)m 1,84-107m- 5,70 - 103 m/s
= —4,08-107]

E =




P4)  Un satel-lit de 2 000 kg de massa gira en una oOrbita circular a una altura de 3 630
km sobre la superficie de la Terra.

a) Calculeu el periode d’aquesta orbita circular i la velocitat del satel-lit. [1,25
punts]

b) En passar pel punt P, el satél-lit augmenta la
velocitat fins a 7,00 x 10° m s™!' i passa a
descriure una orbita el-liptica amb una
altura maxima (apogeu) en el punt A de 9
530 km. Calculeu [D’energia cinetica,
I’energia potencial gravitatoria i I’energia :
mecanica total en els punts P 1 A en la nova \
orbita el-liptica. Calculeu el modul del '
moment angular en el punt A i el punt P. Feu
una valoraci6 del resultat del moment
angular en els dos punts. [1,25 punts]

orbita el liptica

orbita circular

DADES G =6,67-10""" Nm? kg™
Massa del la Terra Mt = 5,97-10** kg
Radi de la Terra =6370 km

Resolucio:
a) Segons la llei de gravitacio universal, el modul de la forga s'expressa com:
Feg Mrm
" (Rp + h)?

La segona llei de Newton estableix que: F =md, on m és la massa del satéllit i
2

I’acceleracio és 1’acceleraci6 centripeta, aN=v7:
mv? c My
Rr+h  (Rp + h)?

Si aillem la velocitat obtenim:

My
Ry + h

v=|G =6,31-103m/s

2T 2T
vzw(RT+h)=T(RT+h)=T=7(RT+h)=9,96-103s

b) En el punt P tindrem
1 Mrm
— _ 2 _ T — . 10 . 10 - _ . 10
Ep =2mvu GRT+hp (4,90-10 7,97 -10 )] = —=3,07-10 "]

En el punt P, degut a que I'energia total es conserva al llarg de la trajectoria, tindrem:

M- m
E,=E.—G T =-3,06-10°] = E. =(-3,06-101°+ 5,01 -101%)]
Rr + hp
=1,94-101]

El moment angular del satel-lit respecte el centre de la Terra s’expressa com:
L=mFfx5,
on 7 és el vector de posicio que apunta del centre de la Terra al satél-lit, m és la massa



del satel-lit i ¥ és la seva velocitat. El modul del moment angular s’expressa com:
L=mrvsind,
on 6 és I’angle que formen 7 i ¥. Com al punt P # i ¥ son perependiculars, 8 = /2 i
sin@ = 1. Per tant, el moment angular al punt P és:
Lp =mmrp vp = 2000 - (3630 + 6370) - 1000 - 7000 = 1,40 - 10** kg - m?/s

Per altra banda, la velocitat v, a partir de I’energia cinética que hem calculat abans:

2,
=4.41103m/s
m

vA:

Com al punt A 71 ¥ son perependiculars, 8 = /2 1 sin = 1. Per tant, el moment angular
al punt A és:

Ly, =mmryv, =2000- (9530 + 6370) - 1000 - 4410 = 1,40 - 10** kg - m?/s

I com el moment angular es conserva, obtenim el mateix resultat: L, = Lp.



P5) Lasonda Voyager 1, llancada el 1977, va ser la primera nau en sortir del sistema
solar després d’interaccionar amb Jupiter. El llancament va propulsar la seva
massa de 720 kg a 10,0 km/s respecte la Terra en la mateixa direccio i sentit que
la velocitat de la Terra respecte el Sol.

a) Considerant sempre orbites planetaries circulars respecte el Sol, calcula el
moment angular i la velocitat angular del Voyager 1 just després del
llangament, encara a prop de 1’0rbita terrestre. Calcula amb quina velocitat
arriba el Voyager | a les proximitats de Jupiter i la seva velocitat angular en
aquest punt. [1,25 punts]

b) A partir de I’expressio general de 1’energia mecanica obtingueu 1’expressio6 de
la velocitat d’escapament del Sol per una nau a una distancia d,qqy—sor-
Calculeu quina és aquesta velocitat per una nau a prop de Jupiter i decidiu si
la Voyager 1 podia escapar-se del Sol abans d’interaccionar amb Jupiter.
Calculeu I’energia minima proporcionada per Jupiter a la nau per que aquesta
s’hagi pogut escapar del sistema solar. [1,25 punts]

DADES G =6,67-10""' N m? kg™
Massa del Sol Ms = 1,989-10°° kg
Distancia del Sol a la Terra=150-10° m
Distancia del Sol a Jupiter=740-10° m

Resoluci6:
a) El moment angular del Voyager respecte el centre del Sol s’expressa com:
Lyoysor = MF X 1,
on 7 és el vector de posicid que apunta del centre del Sol al Voyager, m és la massa del
Voyager i U és la seva velocitat respecte el sol. El modul del moment angular s’expressa
com:
Lyoy,sor =M1 v sing,
on O és l’angle que formen 7 i ¥. Com considerem oOrbites circulars, # i ¥ son
perependiculars, 8 = /2 i sinf = 1. Per tant, el modul del moment angular és
aproximadament:
Lyoysoo =mrv
La velocitat de la Voyager respecte el Sol sera la suma de la velocitat de la Terra i la
velocitat respecte la Terra. La velocitat de la Terra, sabent que triga un any en fer una
volta al voltant del Sol és:
2m
~ 365-24-3600s

Per tant, la velocitat del Voyager, respecte del Sol, just després del llancament és:

vy -150 - 10° = 2,99 - 10* m/s

v=10*4+v; =399 -10*m/s
La velocitat angular és:
v 399 10*

w = —

- = m = 2,66 . 10_7 rad/s

I el moment angular és:
Lyoysor =mr v =720-150-10°-3,99-10* = 4,31-10'® kg- m?/s

Com el moment angular es conserva, la velocitat del Voyager quan es troba a prop de
Jupiter és



=8,08-103m/s

Lyoy sol 431-10'
v = =
mr 720 - 740 - 10°

I la velocitat angular és:
v 808 103 109 - 10-® rad
CTrT 780100 rad/s

b) Per escapar la gravetat del Sol, cal com a minim que I’energia mecanica quan la
distancia al Sol és molt gran sigui zero. Com que el camp gravitatori €s conservatiu
I’energia mecanica a una distancia d,, 4,0 S€T:

1 Mg,m

E,=-mv:i—GC-—"2—=0]
" 2 dnau—sol

Llavors I’energia cinética que cal és:

1 M, m
EC = _mvz =G L
2 dnau—sol
I la velocitat d’escapament és:
Mg, 1,989 - 1030 .
Vesc = |26 ———= (26,67 -10711 oo — 1,89 -10* m/s
dnau-sol 740 - 10

La Voyager no pot escapar del Sol abans d’interaccionar amb Jupiter atés que la seva
velocitat és inferior a la velocitat d’escapament.

L’energia que ha de subministrar Jupiter ha de ser suficient per fer que I’energia

mecanica total sigui zero:

1 Mg,m
Em=0=5mv’ =G sol

+ Ejyup

mMs, 1 720-1,989 -103° 1
Epp = ——mv? = 6671071 ~ =72 .103)?
up = G " va 6,6 0 10 10° > 0 (8,08 -10°)

=1,05-10%]






